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ABSTRACT 

Till now, we know Tauberian constants for the 'Kreisverfahren' with the 
conditions lira sup t n�89 ! < ~ and lim sup ] nla. I < oo. Now, we obtain 
constants for the more general condition lira sup I npa. I <  oo with any 
p (= oo < p < § oo). These constants are not always 0 or ~ ,  even if 
�89 < p < 1; therefore the Tauberian condition limsup !npa. J < oo is 
'appropriate' for �89 = < p = < 1. 

1. Man bezeichnet als Kreisverfahren der Limitierungstheorie die Euler- 

Knopp-Verfahren, das Borel-Verfahren, die S#-Verfahren und die Taylor-Ver- 

fahren(1). Es sei V(t)  eine Transformierte der Reihe E ~ o a  v (mit reellen oder 

komplexen Gliedern) nach einem Kreisverfahren. Die Glieder der Reihe sollen 

der Tauber-Bedingung 

(1.1) lim sup I npa,  l < 
n--CO0 

mit reellem p geniigen; Sm seien die Teilsummen der Reihe. Es sol1 weiter eine 
Koppelung zwischen m und t so bestehen, dass m i t t  ~ oo auch m ~ oo geht(2). 
Die kleinste (endliche oder unendliche) Konstante A, fiir die die Beziehung 

(1.2) lira sup Iv(t) --Sml ~ A ' l i m  sup I. a.I 
t"* CO n"CO0 

fiir alle Reihen ~a~ erfiillt ist, heisst Tauber-Konstante.  

Fiir p = 1/2 erhielten Agnew [3], Meir [11], Anjaneyulu [4] und der Verfas- 

ser [7] Tauber-Konstanten bei den Kreisverfahren. Durch Spezialisierung und 

unmittelbare Untersuchungen ergaben sich bei Jakimovski [10], Anjaneyulu [5] 
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(1) Diese Bezeichnung wurde yon Meyer-KOnig vorgeschlagen [9]. 

(2) Ist t eine GrOsse, die nur tiber ganzzahlige Werte-> oo strebt, so wird sie in dieser Abhand- 
lung mit n bezeihnet. 
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und beim Verfasser [7] auch Tauber-Konstanten bei allen Kreisverfahren, wenn 
p = 1 ist. 

Beim Borel-Verfahren hat der Verfasser [8] far alle reellen p die Existenz 

von Tauber-Konstanten untersucht und far 1/2 < p < 1 Tauber-Konstanten 
erhalten, die angemessen (appropriate im Sinne von Agnew [2]) sind. 

Fiir p > 1 muss die Tauber-Konstante fiir jedes permanente Limitierungs- 

verfahren stets null sein. Da f'tir alle Kreisverfahren ein O(n-l /2)-Satz  gilt, war 

zu erwarten, dass die Distanz I v(t)-Sin[ fiir die Bedingung (1.1) mit p < I/2 

beliebig gross werden kann(3). 

2. In der vorliegenden Abhandlung wird der folgende Satz bewiesen: 

SATZ. Vorgelegt ist eine Reihe ~,a v mit den Teilsummen Sm, deren Glieder 
der Tauber-Bedingung 

(1.1) lim sup InCa. [ < co (p reell) 
F. --I' aO 

geniigen. Es sei V(t) die Transformierte dieser Reihe nach einem Kreisverfahren. 
GeM m i t t  ~ co auch m ~ co, class die Koppelungsbedingung 

(2.1) lira sup 
t.-.} o0 

erfiillt ist, so gilt 

~----t-m 
Dv 

yl -ptp 
m = ( O  

(2.2) lim supl v ( 0 -  ~m] =< A~ )" limsuplnVa,[ 
t " }  O0 ?1"-} O0 

mit 

(2.3) 

ol 
e -~~ + Ia~[ e -~}z2 dz fiir p =  1]2, 

a(v)_ nl-p 
- - - v  �9 I '1 f i ir  1/2 < p < l ,  

log (1 + f ir , = I, 

O f/ /r  l < p < c o .  

Dariiber hinaus ist A<f ) die beste Konstante in dem Sinn, dass es mindestens 

(3) Bei Verfahren, ftir die als sch~fster O-Satz ein O(n-0-Satz gilt, ist zu erwarten ---aber 
wohl bisher nicht unmittelbar untersucht--, dass schon f'tir die Bedingung (1.1) mit p < 1 die 
Tauber-Konstante ~ wird. Also ist vermutlich bei diesen Verfahren nur der Fall p = 1 an- 
gemessen; sonst wiirde eine endliche Tauber-Konstante ftirp< 1 zumindest einen o-Satz liefem, 
der sch~.rfer ist als die bisher bekannten o-Sfitze. 
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eine Reihe ]Ea, so gibt, dass in (2.2) das Gleichheitszeichen gilt. Dabei sind 
Dv und y fiir das Verfahren charakteristische Gr/Sssen, n/imlich 

~ = q ,  DE = q beim Euler-Knopp-Verfahren, 
q + l  

~ = 1 ,  DB= 1 beim Borel-Verfahren, 

1 1 
3' = - i f ,  Ds = 1----~ beim Sa-Verfahren, 

et 
= ~, Dr = 1 - ~ beim Taylor-Verfahren. 

Fiir p = 1 muss to aus - 1 < co < + oo gew/ihlt werden(4). 

Die GriSssen Dv..h~ingen dabei in der gleichen Weise zusammen, wie dies Meyer- 
KiSnig ftir die Aquivalenz angab, wenn die Reihen der Tauber-Bedingung 
sin= o(x/m-) geniigen. Insbesondere strebt De---, DB fiir q- - ,  o% Ds ~ DB 
fiir fl ~ o, undes  ist Dr = Da fiir 0c = 1/2. [12]. 

3. Der Beweis bezieht sich auf den Satz, den Agnew l-l] angab. W/ihlt man 
als beschr/inkte Folge {x,} die Folge {nPan} und betrachtet als Transformierte 
y(t) den Ausdruck V(t) - Sm, SO ist fiir die durch 

(3.1) y(t) = ~, c,x v 
v = l  

definierten Funktionen c,(t) bei den Kreisverfahren die Bedingung 

(3.2) l im c, = 0 
t"* aO 

fiir jedes feste v = 1, 2, 3...  

erfiillt (Siehe [7]). Es ist daher nur die Bedingung 

(3.3) lim sup Ic,, I = A 
t -~oo V = I  

zu untersuchen. Dabei ist nach dem Satz yon Agnew A die Tauber-Konstante. 
Aus Platzgriinden wird der Beweis fiir das Euler-Knopp-Verfahren gefiihrt und 
fiir Sp-und Taylor-Verfahren nur angedeutet. Der Beweisgang ist analog zu 
dem beim Euler-Knopp-Verfahren. 

(4) Ftir wachsendes 17 wird die Tauber-Bedingung (1.1) strenger, also muss auch die Tauber- 
Konstante kleiner (oder zumindest nicht grOsser) werden. Mit p ver~ndert sich nicht nur die 
Tauber-Bedingung, sondern auch die Koppelungsbedingung (2.1). Es ist daher kein Widerspruch, 
wenn beim Euler-Knopp- und beim Taylor-Verfahren im Bereich 1/2 < p < 1 dieKonstante 
D t-~ [to[ f'tir festes to gr6sser wird, wean p wiichst. 



100 w. BIEGERT 

Ausser den Absch/itzungen in [8], a) bis e), verwendet man: 
Ist v > 2 eine ganze Zahl, so gilt 

[June 

und nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt weiter 

{ (:) I"' (4.4,2) < . I I q"-~(m - 0 2 
= m p  (q + 1)" v ~,/2 

{ (q + I)" ~/2 v 

1/2 

f f  1 (3.4) v -p = x-Pdx - ev = - - [ v  l - p _  (v - 1) l -p]  - 8v . 
-1 1 - p  

Fiir p < 0  ist e ~ < 0 .  Ffir 0 < p < l  strebt G ~ 0  fi~r v ~ .  Weiter ist 
0 < ~ = m + l G  ~ = < m -~' , und das strebt ~ 0 fiir m ~ ~ .  

4. Die Euler-Knopp-Transformation wird erkl~irt durch 

(4.1) Eq(n)=(q + l)-" ~ ( n ) ,,_~ v=o v q s~ ( 0 < q <  ~) ,  

und fiir die dadurch erkl~irten G gilt nach Vertauschung der Summations reihen- 
folge und Anwendung der Absch~itzung b) 

(4.2, ~] ]G[ > ' 1 ~] ( ~ ) q  , , _ V [ m l _ P v l _ p l  ' 
,,=1 = 1 - p  ( q + l ) "  ~=o 

falls p < 0 ist. 1st 0 < p < 1, und beachtet man, dass mit der Folge {G} auch 
die Transformierte dieser Folge ~ 0 strebt, so erh~tlt man 

(4.3) qn-V[ml-P_ vl-P[. 
~=1 ,-,o~ 1 p ( q + l ) "  ~=o 

Aus der Menge der Glieder der Summen in (4.2) und (4.3) soll eine Teilmenge 
ausgew/ilt werden nach der Vorschrift: 

v ~ ~3, bedeute I(q + 1)v - n I >  6n* 

mit beliebigem, aber festem 6 > 0 und mit festem k > 0. 
Man betrachtet nun der Reihe nach die F/ille 1/2 < p < 1, 0 < p < 1/2 und 

p < 0. Es sei zun/ichst 1/2 < p < 1. Ist dann ein v ~ ~3p, so gilt fiir dieses v auch 
v~31/z .  Mit der Absch/itzung c) kann man dann schreiben 

1 Z n q._V[ v1_,[ 
(4.4.1) -(q-~ 1)" ~ p ( V )  m l - P -  

< 1 1 qn-, im_ v[<= ~ (q 1) n Ira- , 
= m p  ( q + l ) " v  p v ~ , / 2  v 
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Mit  der Formel  (siehe [7],  Abschnit t  15) 

' 
(q + 1)" ,=o 

1 
{[z(q + 1) -- n] 2 + nq} 

(q + 1) 2 

erh/ilt man fiir z(q + 1) = n wegen ve~l /2  

(q + l y  v ~ / ~  

L/isst man  mit n ~ ~ auch m ~ oo streben, so dass die Vorschrift  

(4.5) 
(q + 1)m - n  

//p - Q(n) mit lim sup Q(n) = Q ~ 0 gilt, 
1/'-I'oo 

so kann man fiir z = m und geniigend grosses n auch 

( n )  1 Q2n2p schreiben" 1 ~, q~-*(m - v) 2 < (q + 1) 2 
(q + 1)" , ~1/2 

Wegen (4.5) strebt fiir p < 1 der Bruch (n/m) --, q + 1 fiir n ~ oo. Also kann man 

zu einem vorgegebenen 8 > 0 ein geniigend grosses 5 > 0 so w~ihlen, dass 

(4.6.1) (q + 1) ~ ~ ,  !~ 

= mp ( q + l ) " ,  

wird. Fiir v ~ ~ p  strebt (v/n) --* (q + 1)- 1, also gilt hier die Absch~itzung e). Aus 

(4.3) erh/ilt man  mit  (4.6.1) ftir 1/2 < p < 1 

1 (_~)p 1 ~ (:) q"-~[m-v[ r, Ic~l--- ~ (q + l r  ,=o 
, = 1  

wobei die letzte Summe wieder 

oo (q + 1) v 
( 4 . 6 . 2 ) ) 2  Icvl--o(1) § 

v=l nt' 

mp (q + 1)" v 

< e zu machen ist. Fiir 1/2 < p < 1 gilt also 

1 ( : )  
(q + 1)" , =o 

Es sei nun 0 < p < 1/2. Ist v r  so strebt wiederum v / m ~  1 fiJr n ~ oo. 

Die Glieder fiir ve~31_p sind aUe > 0, also folgt aus (4.3) 

(4.7.1) x levi >-- o(1) + 1 1 ~ q"-'lm- v[. 
,=1 mp (q + 1)" vr 

Nach  der Cauchy-Schwarzschen Absch/itzung gilt wie vorn  fiir grosse n 
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1 1 Z q.-V im_ ~l < 
mp (q + 1)" , ~ , _ ,  q + 1 6 

Damit kann man fiir geniigend grosses 6 > 0 diese Summe unter e driicken; 
man darf also diese Summe bei (4.7.1) addieren. Fiir 0 < p < 1/2 gilt daher 

(4.7.2) ,=1 ~ Icvl >= o(1)+ mpj1 (q +I 1)" ,=o~: (~) q"-' [m -v[ = o(1)+ r 

Ist schliesslich p < 0, so erh/ilt man aus (4.2) unmittelbar 

(4.7.3) ic, i > 1 1 1 ~: q ' - q m - v l  = 1  p ~(n). ~ 

, = 1  = 1 - p  mp ( q + l ) "  , = o  

Damit ist der Wert der Summe ~ =  ~ [ c, [ fiir alle - 00 < p < 1 nur abh~ingig 
yon ~(n). Wegen (4.5) ist m < n fiir geniigend grosse n. Damit kann man 

r - (q + 1)P(S1 + S~) 
lip 

schreiben mit 

(:) S~ - (q + 1)" ,=o 

Nach kurzer Zwischenrechnung erh/ilt man 

(4.8.1) 

mit 

(4.8.2) Z1 - 

(4.8.3) 2 2 - -  

1 

O(n) = Z 1 - Z 2 + Z s  

(q + 1) 2m ~ 
np (q + 1) n 

(4.8.4) Za - np " [(q + 1)m - n](q + 1)" ,=1 

Aus (4.5) bekommt man sofort 

(4.9.1) Z2--~Q( q -t- 1) p-1 fiir n--* oo. 

Fiir Z1 erh/ilt man mit (4.5) und mit der Stirlingschen Formel 
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Wendet man auf 

die L'Hospitalsche Regel an, erh~ilt man fiir p < I und p # 0 

= (l-p)2 Q2 
~, _ _ / 1 2 p -  1. 

P q 

Fiir p = 0 ergibt sich sofort ~ ~ 0 fiir n ~ oo. F i i r n  ~ ~ strebt damit 

1 
- o o  fiir p > -~-, 

I Qz 1 
fiir p = ~ ,  

2 q 2 

1 
0 fiir p < ~--, 

und also 

(4.9.2) Zt  

0 

oO 

1 
ftir p > ~ - ,  

1 
e -�89 fiir p = ~- ,  

1 
far P<T" 

Nun ist noch Za zu untersuchen. Es ist 

Z a ~ 2 Q ( q + l )  p-x ( q + l ) n - I  v= v 

Aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung kennt man im Zusammenhang mit der 

Binomialverteilung die Beziehung 

1 q("-t)-'=o(1)+ 
(q + I).-1 ,=u v 

mit 

F tir n ~ oo strebt also 
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1 
+ ~  fiir p > ~  u n d Q > 0 ,  

1 
0 fiir p > ~  u n d Q = 0 ,  

1 
- ~  fiir p > ~  u n d Q < 0 ,  

1 
Q fiir p = ~ ,  

1 
0 far p < ~ .  

Dann gilt 

(4.9.3) Z3-~ 

1 2Q(q+l) p-~ ftir p > ~  u n d Q > 0 ,  

1 
0 fiir p > ~  u n d Q <  0, 

j ~  fQ~4g) 1 Q(q+l)-l/2 _ e -�89 dz fiir p = ~ ,  

1 [Q(q+l) ~  fur p < ~ .  

Fasst man zusammen und beachtet im Fall p = 1/2 die Umformung 

Q = J Z  Q f~ e-�89 dz , 
4q + 1 ~/q--+--1 

so erhilt man 

O(n) 

+oo  

j~Jq--~e-(Q=12"+J~ IQ~l flQllV_qe-�89 

1 
fiir p < ~ ,  

1 
ftir p = ~ ,  

- -  f i r  ~ < p <  1. (q + 1)t-p 

Wird in der Koppelungsbedingung (4.5) die GrSsse Q ersetzt durch 

to = Qq 1-p 

und verwendet man die Konstante, die Jakimovski 1-10], spezialisiert auf das 
Euler-Knopp-Verfahren, im Falle p = 1 erhielt, so gilt 
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lira sup ~. I c, I = v -p 
n-~O0 V = I  

1 
+ oo f t i r -  ~ < P < 5 '  

1 J-~{e-~ lf]"le -t=" dz} ftir p = ~  

Io~1 fiir l < p < l  
tO 

l o g o  + o) fiir p = 1 
I I 

0 fiir 1 < p  < +oo. 

Beachtet man noch den Satz von Agnew, so ist damit der Beweis im Falle des 
Euler-Knopp-Verfahrens vollst/indig. 

Die Sa-Transformation wird erkl/irt durch 

(5.1) S a ( n ) = ( l _ f l ) . + l  ~2 n + v  /Ys,, ( 0 < f l < l )  
v = O  V 

und fiir dadurch definierten c, gilt 

x I cvl = (1- f l )  ( l_fl)p + ~ v_ pflv ~, v -  1 + p ( l_fl)p 
v = l  p v = 2  p = n + l  V - -  1 

+ v-~3 ~ 
v = m + l  p=O 

v - 1 + p) (1 - 3y.  
v--1  

Ist p < 0, erh~ilt man mit (3.4) 

(5.2) 1~ ~ 1 .  ~e(n, m); It, l>= o(1) + 1 p 

dabei bedeutet 

l + p ) ( l _ / W  Ud(n,m) = ~ [v *-p-(v-1) '-p] ~ v~_1 
v = 2  p = n + l  

v = m +  1. p = O  

Ist aber 0 < p < 1, so erhitlt man mit (3.4) 

v = l  v = 2  v = l  p=O V / 

v = m + l  p = n + l  Y - -  1 
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Die zweitletzte Summe ist die S#-Transformation der Reihe ~E~= o e~ (mit ~o = el = 0). 
Wegen der Permanenz streben Reihe und Transformierte gegen denselben Wert. 
Weiter strebt 

2 ~., fl" v - 2 + p  ( 2 _ # ) p e v < 2  e v < 2 m _ P ~  0 
v = m + l  p = n + l  V - -  2 - -  v = m + l  

fiir m ~ oo. Damit gilt fiir 0 < p < 2 

x levi =o(1) + ~(n,m), 
v-i  2 - p  

wenn mit n ~ oo auch m--. oo strebt. Nach einiger Umrechnung (5)erhalt man 

(5.3.2) *(n'm)=(1-/~)"+'.=o ~ (n+v v) #.lm~_,_v1_,[" 
Man w/ihlt jetzt die Teilmenge ~3~ nach der Vorschrift: 

(5.3.3) ve~3~ bedeute] v 1 - # ( n + l ) [  >6(n +1) ~ 

mit beliebigem, aber festem 6 > 0 und festem k > 0. Da 

O - ~ ) n * ~ X  n +  p ~ ( z _ 0 2 =  2 ,=o v (1 - ,8) - - - - - ~  {[z(2- /3) - (n+2)p]2  + (n+2)/~} 

gilt (6), kann wie beim Euler-Knopp-Verfahren absch~itzen. Man erh/ilt 

(5.4) (2-/~)"' ~ (n+v) ~']m'-P-vt-'[ 
v ~ v  V 

wenn man m und n nach der Vorschrift 

(1 - / ~ ) m  - fl(n + 2) 
(5.5) (n + 2)p --Q(n) mit lira sup Q(n) -- Q ~ 0 

miteinander koppelt. Mit der Absch/itzung e) erh/ilt man dann ftir 2/2 < p < 2 

(s.O ~ X [~,] = 0(2) + 
Vtf f i l  

' 1 

(n -F 2)P (2 - vffio v 

= 0(2) + *(n). 

(s) Siehe z.B. [7]; dort ist die entsprechende Umrechmmg flit p = �89 dt~hgef'tihrt. 
(6) Siehe z.B. [7l, Abg:b_nitt 22. Wegen dieter Fo~el  ist in (5.3.3) und (5.5) statt n die Form 

(n $1)  gewihlt. 
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(5.7) l~ Ic, und ~ Ic,1_->o(1)+ 1 1 
V=I V=I -- p 

Fiir 0 < p < 1/2 und p _~ 0 ergibt sich wie beim Euler-Knopp-Verfahren 

- - - - "  (I)(n). 

(I)(n) = Zl  - Z2 + Za 

Man zerlegt 

mit 

(5.8.1) Z~ = (n + 1)'-------7 n + 1 /~" 

(5.8.2) Z2 = (n + 1), I-m(1 - fl) - fl(n + 1)](I - fl) ,+1 

(.+.+,) 
,=o n + 1 fl" 

( ~ - - ~ ) '  1 1)i2[m(1 (5.8.3) Za = (n + - fl) - fl(n + I)](1 - f l ) n + l  

"'( ) n + v + l  flL 
�9 =o n + l  

Sofort bekommt man 

( ~ - ~ f  Q ftir n--, oo (5.9.1) z2 - ,  1 -/~ 

und, wiederum nach Anwendung der Stirlingschen Formel, 

(5.9.2) Z 1 

1 
0 ftir p > ~ ,  

~/-2~ 1---~e-~(Q2/#)x/1 - fl f farp=~, 

1 
m fiir p < ~ .  

Wegen der Formel 

m - I (  
( 1 - f l )  "+t ~E n + v + l  

,=o n + l  

mit 

1 1 :~ e_~Zidz 

Q-~--(n + I)"-I/2 
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strebt  

(5.9.3) Z3 ~ 

W. BIEGERT 

72 "1 - f l  ' 

0, 

1 Q e -�89 dz, f 7  
O 1_= 

[June 

1 
wenn p > ~ und Q > 0, 

1 
wenn p > ~ u n d  Q < 0 ,  

1 
wenn p = 2 '  

1 
wenn p < ~- ist. 

Fasst man zusammen und ersetzt die Koppelungsbedingung (5.5) durch 

so erhilt man 

lim sup (1 - f l ) m  - f i n  _ Q I 

n-* m f l  Pl~ P t ip 
- -  f . O ,  

lim sup ~ Icvl = 
n - ~ o 0  V = I  

4 0 0  

/ ~ {  e "Jr- 

s 1fol -~z 2 
I ~ 1  e dz 

j - ~  log(1 + to) 

0 

1 
ftir - o o < p < ~ ,  

1 
ffir p = 2 '  

1 
f i r  ~ < p < l ,  

fiir p = 1, 

f i r  l < p <  + oo. 

F i r  p = 1/2 ergibt sich die Konstante, die Meir [11] und Anjaneyulu 1"4] schon 
friiher ermittelten, den Wert f i r  p = 1 erhielt der Verfasser 17]. 

Die Taylor-Transformation wird erklirt durch 

. (v) 
(6.1) T,,(n) = (I _ a)n+l • a,-nsv (o < a < 1). 

V m n  

i r  die dadurch definierten cv gilt, falls n < mis t ,  
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i c ~ l =  ~ v - ' -  ~ v - P ~ ( 1 - ~ ) P ( ; )  cr "-p 
v = l  v = n + l  v = n + l  p = 0  

v = m + l  p=O 

und fiir n >= m 

~, [ c v ] =  ~ v - P +  ~, v - P ~ ( 1 - ~ ) P  ( ~ ) ~  ~-p. 
v = l  v = m + l  v = n + l  p=O 

Ist p < 0, so kann man mit (3.4) absch/itzen und erh~ilt fiir n < m und n > m 

1 
(6.2) ~=,~' [c~l >__ o(1) + ~_pT(n,m). 

Ist 0 < p < 1 so bekommt man 

1 
(6.3.1) ~=,~" I . I  =o(1) + 

dabei bedeutet 

Diese letzte Form erhfilt man nach einiger zwischenrechnung--getrennt fiJr 
n < m und n >= m - - e t w a  analog zur Umrechnung beim Sa-Verfahren. W/ihlt 
man als Teilmenge ~k jetzt 

(6.3.3) Ve~k bedeute l(v + 1) n + 1 I' - - - -  > 6(n + 1) k 
1 

und koppelt man m u n d  n nach der Vorschrift 

(6.4) (1 - a)(m + 1) - (n + 1) = Q(n) mit lim supQ(n) = Q N 0, 
(n + 1)P ,-, oo 

so erhglt man fiir 1/2< p < 1 

(6.5.1) ~=,~ I = o ( 1 ) + ( 1 . - ~ )  p ( n + l ) , ( 1 -  v=. 

= o(1) + r  

und fiir p < 0 und 0 < p < 1/2 

~, 1 ~o 
(6.5.2) [cvl >-- o(1) + r  und ]E Icy] >__ o(1) + r 

v = l  ~ v = l  

Dabei bemiitzt man zur Absch/itzung der Summe fiber v e ~p  die Formel 
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(:) • (1 - ~)"+' ~, ~ ' - " ( z - v ) 2  - (1 - ~)2 {[~(1 - ~) + 
v = n  

[ J u n c  

n + ~)]2 + (n + 1)~}. 

Man zerlegt 

O(n) = Z, - Z2 + Z3 

mit 

1 2 . ( r e + l ) ( m )  otm_n(l_ot)  n+l (6.6.1) Z 1 = (1 - ~)"(n + 1)-------; n + 1 ' 

1 
(6.6.2) Z2 = (1 - ~)P(n + 1)p [(m + 1)(1 - ~) - (n + 1)](1 - ~),+t 

1 
(6.6.3) Z3 = (1 - ~) ' (n + 1) - - - - - - -~2 [ (m  + 1)(1 - ~) - (n + 1)](1 - ~).+1 

.-1 [v+ 
E ~ n + l ]  " 

V m B  

Dann ergibt sich wie beim SB-Verfahren 

Q fiir n ~ o o  (6.7.1) z2 ~ (1 - a)Pl - ct 

und 

(6.7.2) ZI 

Wegen 

mit 

( 1 - ~ )  "+1 
m - n - 1  

Z 
v = O  

J 2 J l ~ c t e - ~ ( o ' / ' )  

+ o o  

1 
fiir p > f f . ,  

1 
fiir p = ~ ,  

1 
f '~  p < ~ .  

n + l - v  
n + l  ) ~v = o ( 1 )  + - -  

1 1 

~/2-~n 1 -  ~ 
q - -  2 

f_~o e �89 dz 

q ~ Q n p-1/2 

bekommt  man 
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(6.7.3) Z 3 --~ 

T A U B E R - K O N S T A N T E N  

2(1 -  )Pl Q- 

0 

1 QfO_~, e -~z2 dz 

(1 - 0t)v 1 Q 
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1 
wenn p > ~ u n d  Q > 0 ,  

1 
wenn p > ~ u n d  Q ~ 0 ,  

1 
wenn p = 2 '  

1 
wenn p < ~ ist. 

Fasst man zusammen und ersetzt die Koppelungsbedingung (6.4) dureh 

so erh~ilt man 

limsup ~ I cvl=D~ -p 

lim sup (1 - 0t)m - n 
n --, oo O~ 1 - P n P 

I +oo 
e -  (r 

+Nfo I~ 

-~-~log 

Q 
0[1 - P  

1 
far - ~ < p < ~ ,  

dz} fiir p = ~ ,  

1 
ftir ~ < p < l ,  

(1+~o) ftir p=l ,  
0 fiir l < p <  + oo. 

Dabei verwendet man fiir p = 1 den Wert, den Anjaneyulu [5] erhielt. 
Fiir das Borel-Verfahren hat der Verfasser den behaupteten Satz schon be- 

wiesen 1"8]. 
Anjaneyulu ['6] and Agnew I-3] haben gezeigt, dass fiir die Kreisverfahren die 

Tauber-Konstanten fiir die Bedingung vom Schmidtschen Typ 

lim sup Maximum [ sw - s .  ] < 2L 
u ~  I w - u l  __.~u "~1 = 

iibereinstimmt mit der Konstanten, die fiir die Bedingung (1.1) mit p = 1/2 gilt. 
Das vorliegende Ergebnis zeigt also nebenbei die (bekannte) Feststellung, dass 
jede Tauber-Bedingung der Form (1.1) mit p < 1/2 schwiicher ist als die Tauber- 
Bedingung vom Schmidtschen Typ, obwohl diese Bedingung die Tauber-Be- 
dingung 
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lira sup I n ~a ,  I < oo 
lq-~ O0 

ihrerseits wieder mitumfasst.  
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